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INTRODUCTION 
SOIT f un feuilletage dune veriete M et soit (S, 0) un espace localement compact pointe 
en 0. Une d&formation du feuilletage 9 paramitrie par (S, 0) peut Ctre vue comme un 
feuilletage 9’ difini sur un ouvert U de M x S contenant M x {0}, dont les feuilles sont 
contenues dans les tranches M x {S}, et tel que le feuilletage %’ qu’il induit par restriction a 
M x (0) soit Cgal a % x (0). 
Nous donnons un sens precis a l’idee naturelle que deformer un feuilletage revient a 
diformer son holonomie: 
Soit Tune transversale complete du feuilletage %. Le groupoide fondamental II& I) est 
le groupo’ide topologique dont les elements ont les classes d’homotopie de chemins dans les 
feuilles de 9, a extremites fixtes sur T. L’application qui a toute classe d’homotopie 
y E lIs( T) associe le germe d’holonomie de % le long de y definit un homomorphisme de 
l-Is(T) dans le groupo’ideJXJ(T) des germes de diffeomorphismes de T, et l’image de cet 
homomorphisme est le groupo’ide d’holonomie de % pour T. Appelons DJ’“* ‘)( T) le 
groupoide des germes aux points de TX (0) des diffeomorphismes de T x S de la forme 
(x, s) + (q”(x), s). Les elements de JXiJJ G* O)(T) peuvent Ctre vus comme des germes de 
deformation des elements de%flT). Nous appellerons germe de deformation du groupo’ide 
l-Ins(T) un germe de deformation de son homomorphisme d’holonomie: il sera represent6 
par un homomorphisme de lI,( T’) dans DiJ cs*o)(T) (oh T’ est une transversale obtenue en 
brisant T selon un recouvrement ouvert U de T) tel que l’image de tout element y E II.F( T’) 
soit un germe de deformation du get-me d’holonomie de % le long de y. 
Soit Ss une deformation de 8. L’homomorphisme HS(SS): lI,( T) + DiJfl(s9 O)(T), qui 
a tout Clement y E &(T) represent6 par un chemin c tangent a % associe l’holonomie du 
feuilletage %’ de M x S le long du chemin c x (0}, determine un germe de deformation du 
groupoide l&(T). On a ainsi defini une application HS qui a un germe de deformation de 
% associe un get-me de deformation de l&(T). 
TH~OR~ME PRINCIPAL. L’application naturelie HS, d&rite ci-dessus, dkjnit une bijection de 
l’ensemble Def (‘* “(%) des classes d’bquivalence de germes de deformation du feuilletage % 
ParamtWe par (S, 0) dans Pensemble Def ts, “(IIJ T)) des germes de d&formation paramhke 
par (S, 0) de son groupdide fondamental. 
La definition precise de Def @*“‘(lI_&T)) est donnee en I, 2.3. 
Ce thiortme nous permet de comparer les deformations de feuilletages differents, de 
mCme codimension, sur des vat-i&b differentes, pourvu que l’on sache comparer leurs 
groupo’ides fondamentaux. 
Par exemple, le thtoreme II.2 dit que si p: EdB est une fibration de fibre L compacte 
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telle que H,(L, R)=O, alors pour tout feuilletage 9 SLIT B toutes les deformations du 
feuilletage p-l(9) sur E sont conjuguees a l’image reciproque par p dune deformation de 
9. (Ceci geniralise des resultats de Langevin et Rosenberg [9] et de Henf[S].) 
La motivation initiale de ce travail etait le probleme de l’existence de feuilles compactes 
pour les feuilletages proches d’une fibration p:M*B de fibre L (B et L compactes 
connexes). 
Seifert [ 133 dans le cas ou dim B= 2, puis Fuller [S] (dim B quelconque) avaient montre 
que, si L = S’ et et x(B) #O, alors tout feuilletage proche de la fibration possede une feuille 
compacte proche d’une fibre. 
La demonstration de Seifert a Ctt generalike par Langevin et Rosenberg [101, au cas ou 
x,(L)=Z, x(B)#O, dim 8=2. 
De plus, en adaptant un lemme de Thurston [14], Langevin et Rosenberg [9] pro- 
uvaient la stabilite dun feuilletage don& par une fibration, dans le cas ou H,(L, R)=O. 
Ces deux derniers risultats suggbent naturellement que les theortmes de Seifert et 
Fuller vont s’adapter au cas de Cl-perturbations de fibrations dont la fibre L vkrifie 
H,(L, R)=R. Ceci est l’objet de l’article [I], qui est la suite de celui-ci: en reprenant les 
techniques present&es ici, il resoud le problime de persistance de feuilles compactes par 
P-perturbation dune telle fibration. 
Nous pouvons cependant donner des resultats plus fins que la seule persistance de 
feuilles compactes et decrire completement, dans certains cas, l’espace des germes de 
deformation d’un feuilletage defini par une fibration p:M+B, de fibre L. 
Notre demarche (qui est aussi celle de [l]) consiste a construire une fibration plus 
simple 4: E-+B dont on comprend mieux les deformations (par exemple un fibre trivial ou 
un fibre en cercles) dont le groupo’ide fondamental II, sera, selon les cas, equivalent au 
groupoi’de fondamental IT du fibre p:M+B, ou a un quotient de ce groupo’ide. Le lemme de 
Thurston, am&age par Langevin et Rosenberg (cf. II.l), nous permet alors de comparer les 
deformations des groupo’ides II et IT,. 
Ainsi, le thioreme II.3 dit que si ~,(M)‘s~c~(B) x xl(L) (la projection sur le premier 
facteur Ctant induite par la projection p) alors la fibration p:M-rS se comporte (du point de 
vue des deformations) exactement comme une fibration triviale B x L+B. 
De meme, le theoreme II.4 montre que si H,(L, R) = Rk et si le noyau N de 
x~(L)-‘H~(L)/~~,~~,,~ est de generation finie et H’(N, R)=O alors la fibration p:M+B se 
comporte exactement comme une fibration en tore Tk. 
Notre dtmarche peut s’appliquer a des feuilletages qui ne sont pas don& par des 
fibrations: par exemple le paragraphe II.6 compare les deformations de fib& de Seifert 
generalists avec celles de fibrb de Seifert en cercles, et prouve pour de tels feuilletages un 
theoreme de persistance de feuilles compactes. 
L’appelation “groupoi’de fondamental” pour II,(T) nous a itC proposee par Schweitzer. 
Nous remercions Cgalement Langevin, Rosenberg et Roussarie qui, a la suite dun expose 
sur une premiere version de ce travail, nous ont suggtre qu’on pouvait prendre comme 
espace de paramitres un espace plus general que celui que nous avions considire tout 
d’abord (a savoir un ouvert de lRk). 
$1. DEFORMATIONS D’UN FEUILLETAGE ET DE SON GROUPO’I’DE FONDAMESTAL 
1. Germes de d&formation d’un feuilletage 
1.1. L’ensemble Def (‘* “(.F) des classes d’kquivalence de deformations d’un feuilletage 
9. Dans ce travail, S representera un espace localement compact pointe en un point 0; il 
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jouera le role d’un espace de parametres. et ce n’est en fait que le germe (S, 0) de S en 0 qui 
jouera un role. Le cas particulier ou (S, 0) est une suite de points convergeant vers 0 est un 
exemple important. 
Pour simplifier l’ecriture, on se place dans le cadre ou tout est C’, r 2 1. Par exemple “une 
famille continue de diffeomorphismes” signifiera “continue pour la topologie C’“. La 
theorie developpee ici s’adapte a des cadres tris divers comme on le verra au para- 
graphe 1.3.3. 
Pour toute variete X, on notera Orr’(X) le pseudogroupe des homeomorphismes 
locaux (ps de X x S de la forme rp’(.u, s) =(cp”(x), s) ou cp’ est un diffeomorphisme local de X 
variant continuement avec s, c’est a dire que relativement a des coordonntes locales. c9 et 
toutes ses derivees partielles d’ordre <<r sont continues en s. On notera $?iJJs(X) le 
groupoi’de des germes des elements de O@(X) avec la topologie des germes, et &fJrs,o’(X) 
le sous-groupo’ide des germes des elements de D@‘(X) pris aux points de X x (01. 
Soit M une varietl. L’espace M x S n’est pas une varieti puisque S est un espace 
localement compact quelconque. On peut cependant dlfinir une notion de feuilletage Js 
au-dessus de S, dlfini sur un ouvert U de M x S, dune facon analogue a la definition usuelle 
des feuilletages. Un tel feuilletage sera donne par un cocycle de definition sur CJ, c’est-a-dire: 
-un recouvrement 92 = { Ui)ier de U par des ouverts Ui de M x S. On notera 
U;= Vi n (M x {s}). 
-pour chaque i, une application pi de Vi sur un ouvert de W” x S, de la forme 
pi@, s)=(p;(x), s) ou pf est une submersion de Uf dans R” variant continuement avec le 
paramttre s. 
-pour chaque i, j, une application continue qij de Ui n Uj dans le groupoi’de O#“( W”) 
des germes des elements de afl’(R”), de facon que pour tout (.u, S) E Vi n Uj, gij(S. S)oPj 
soit le germe en (.u, s) de pi. 
Deux tels cocycles (42, pi, gij), (V, qk, II,,) definiront le m&me feuilletage gs sur U s’ils 
peuvent se prolonger en un cocycle sur le recouvrement 92 I_I V de U qui est l’union 
disjointe des familles 49 = { Ui}ia, et Y= { Vk}kEK d’ouverts de U. 
Un tel feuilletage 5’ delinit sur chaque ouvert US= U n (M x (s}) un feuilletage 9’ (au 
sens habituel), variant continuement avec le paramttre s. On appelle feuille du feuilletage 
Ss passant par un point (x, s), la feuille du feuilletage 9” passant par ce point. 
Soit 9 un feuilletage de codimension n sur une variete M. Un germe de deformation de .F 
parametree par S, est reprisente par un feuilletage 9’ au-dessus de S dtfini sur un voisinage 
ouvert U de M x (0) dans M x {S}, et tel que so= 9 x (0). Deux tels feuilletages Ss 
et 9’s definissent le meme germe de deformation de 4 s’ils coincident sur un voisinage 
de M x (0). 
Remarque. Si M n’est pas compacte, une deformation 9’ de .F induit sur M x {s] un 
feuilletage defini sur un ouvert U” qui peut &tre different de M x {s}, meme pour les valeurs 
de s proches de zero. 
Si M est compacte, alors U contient un ouvert de la forme M x S, ou So est un voisinage 
de 0 dans S. Une deformation Fs de 9 definie sur M x So peut etre considerle comme une 
famille de feuilletages 9:” sur M dependant continuement de s au sens de la topologie C 
d’ Epstein [3]. 
Deux germes de deformation de .F represent&s par les feuilletages .F_“o et 9: seront dits 
&quivalents s’il existe des voisinages ouverts U, et U, de M x (0) dans M x S, et un 
homeomorphisme cp: Uo+U, appartenant a Difs’(M), egal a l’identite sur M x IO:. et 
conjuguant les restrictions de 9; et 9: a U,, et U1 respectivement. 
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On parlera done de classe d’tquivalence de germes de d$ormation du feuilletage .9 
parametree par S. L’ensemble de ces classes d’equivalence sera note Def “. O’(S). 
Une idee naturelle est que dtformer un feuilletage revient a diformer son holonomie. 
Comme nous allons le voir immediatement, il faut cependant prendre quelques precautions 
pour donner corps a cette idee. 
Soit T une transversale complete de 9, c’est-a-dire coupant toutes les feuilles de 9. 
Le pseudogroupe d’holonomie 2’ de 9 pour la transversale T est le pseudogroupe de 
tous les diffeomorphismes locaux de T que l’on obtient en glissant des morceaux ouverts de 
T le long des feuilles de 9. Le groupoi’de d’holonomie x de 9 est le groupo’ide des germes 
des elements de X’. (Se donner le pseudogroupe X est equivalent a se donner le groupoi’de 
topologique 3.) 
Le pseudogroupe d’holonomie joue un grand role dans l’etude dun feuilletage puisqu’il 
en caracterise les proprietes dynamiques: on peut y lire si une feuille est compacte, ou 
propre, ou localement dense, si une feuille s’accumule sur une autre, etc. Par contre, le 
pseudogroupe d’holonomie est insuffisant pour determiner les germes de deformation de 9. 
Par exemple, le feuilletage associe a la fibration triviale B x L+B aura son groupo’ide 
d’holonomie engendre par l’identitt de B; pourtant les deformations de ce feuilletage seront 
differentes elon que L = S2 ou L = S’ ou L = T2. 
Nous allons construire au 2 un autre groupo’ide, appeli groupo’ide fondamental de 9 
(par analogie au groupe fondamental dune variett), se projetant naturellement sur le 
groupdide d’holonomie, et qui permettra de determiner les germes de deformations de 9. 
1.2. Cas particulier des feuilletages transverses b une jibration. Dans le cas des feuil- 
letages transverses a une fibration p:M+B de fibre F = p-‘(x,) et de base B (F et B 
compactes connexes), les deformations sont dttermintes simplement: un tel feuilletage st 
determine (a conjugaison pres par un diffeomorphisme de M) par un homomorphisme de 
groupes cp: x,(B) + Difl(F). Tout feuilletage 9’ proche de 9 est Cgalement transverse a la 
fibration, et sera done caractbid par un homomorphisme cp’: n,(B) -+ Diff(F ), proche 
de cp. 
Pour toute deformation .Fs de .F parametree par S, il existe done un voisinage S, de 0 
dans S tel que tous les feuilletages F, s E Se, soient transverses a la fibration. La restriction 
Fso de .Fs a M x Se sera determinCe par une deformation de l’homomorphisme rp, 
c’est-a-dire une famille {(ps)sssO d’homomorphismes rp’: x,(B)+DiflF) variant continue- 
ment avec s, et telle que cp” = ~0. Cela revient a se donner un homomorphisme (ps de x1(B) 
dans le sous-groupe de Diff’(F) des elements definis sur F x So. 
Plus prckisement; deux deformations {(ps}s+, et {(P:}~.~, de l’homomorphisme cp 
definiront des germes de deformation de cp equivalents, s’il existe un voisinage S2 de 0 dans 
So n S, , et une famille continue de diffeomorphismes {hS}IES2 de F tels que ho = 1, et que, 
pour tout SES, et tout YEIL~(B), h”o$“(y)o h ‘- ’ = t& (7). Nous noterons Def cs*o)(v) 
l’ensemble des classes d’tquivalence de germes de deformation de l’homomorphisme cp. 
L’application naturelle qui $ une deformation 9’ du feuilletage .F associe une deformation 
(ps de cp induit une bijection de Def ‘s*o’(Y) dans Def (‘* “(cp). 
2. Le Groupoide fondamental et ses d&formations 
On trouvera les definitions de base sur les groupoides dans [6] 1.3, p. 256. 
2.1. Dejnition du groupdide fondamental. Soit M une varieti et 9 un feuilletage de 
codimension n sur M. Soit T: T+M une transversale complete de 9, c’est-a-dire une 
immersion d’une variett T dans M, transverse a P et rencontrant outes les feuilles de 9. 
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Le groupo’ide fondamental ll.~( T) de S pour la transversale T est un groupo’ide 
topologique dtfini de la facon suivante: son espace des unites est T. Pour x, ye T, les 
elements de n,(T) de source .X et de but y sont les classes d’homotopie dans les feuilles de 
9 de chemins tangents a 3 d’origine T(X) et d’extremitt s(y). 
On obtient une base d’ouverts definissant la topologie de n,(T) en prenant les 
ensembles definis comme suit: Soit h un diffeomorphisme d’un ouvert U de T sur un ouvert 
V de T, et C: U x [0, l]-+M une application continue, tels que pour tout u E G’, 
C,: t+C(u, t) soit un chemin contenu dans une feuille de 9, d’origine r(u) et d’extremitt 
$/r(u)). Alors l’ensemble des classes d’homotopie dans les feuilles de 9 des chemins C,, 
UE U, est l’ouvert annond. 
Remarque. Les diffeomorphismes h ci-dessus engendrent le pseudogroupe d’holonomie 
de 9 pour la transversale T. 
Le groupo’ide fondamental II,-(T) est muni dune unique structure differentiable telle 
que les projections source et but (notees u, 8) de l-I,(T) dans T soient kales (dest-a-dire: 
localement des diffeomorphismes). La composition et le passage a l’inverse sont alors 
differentiables. 
Un groupo’ide r possedant de telles proprittes est appele un groupo’ide d$r~rentiable 
&tale sur son espace d’unites T. Chaque element y E r de source a(r) = x et but P(r) = y induit 
un germe de diffeomorphisme de T $ savoir le germe en x de /I 0 s ou s est une section locale 
de la projection source 0 telle que s(x) =y. Ces germes de diffeomorphismes forment un 
groupoi’de topologique appele le groupo’ide des germes de diffeomorphismes locaux de T 
induit par r. Si r est le groupo‘ide fondamental, on obtient alors le groupoi’de d’holonomie 
de F. 
Convention. Afin que l’application, qui a y E l-Is(T), associe le germe d’holonomie de 9 
le long de y, soit un homomorphisme de groupo’ide (et non pas un homomorphisme 
contravariant) nous avons adopt6 pour le produit des chemins la convention opposee a la 
convention habituelle: ainsi, le produit ‘J~ +y2 est possible si l’origine de “or est Cgale a 
l’extremitt de ‘Jo. 
Exemple. Revenons au cas dun feuilletage 9 transverse a une fibration p:M+B de 
fibre F =p-l(xO), et de base B (F et B compactes connexes). La fibre F est une transversale 
complete de 9. Notons cp: n,(B) -+ LX&f(F) l’homomorphisme associe au feuilletage 3. 
Alors le groupoi’de fondamental de 9 pour la transversale T sera isomorphe au groupoi’de 
FxI,+,x~(B) defini comme suit: comme espace topologique, F+z,n,(B) est Cgal au produit 
F x xl(B) oti X,(B) est muni de la topologie discrete; son espace des unites est F x {l}; 
le compose (x,, jll)*(s2, y2) est defini si x1 =(p(yJ(xJ et vaut alors (x,, ~l~z). 
Explicitement, un element y E l-I,(T) est une classe d’homotopie de chemins d’origine 
x = I et de but y=/?(l). La projection par p de ces chemins determine un element 
p,(‘i)~n~(B), et l’on a &~&))(x)=y. L’application (0, p,):lly(T)+Fxl,n,(B) difinie par 
(a, p,)(y)=(&), p,(y)) ttablit un isomorphisme de II,(T) sur Fx,+,~c~ (B). 
Afin de tenir compte des changements possibles de la transversale T, nous allons 
introduire la notion d’tquivalence de groupo’ides. Pour cela nous aurons d’abord a rappeler 
quelques definitions de base. 
2.2. Morphismes et tquivalences de groupo’ides. Soient I- et r’ deux groupo’ides differ- 
entiables etales avec espaces d’unitts T et T’. Un homomorphisme (sous entendu differ- 
entiable &tale) cp: T+T’ est une application &tale (localement un diffeomorphisme) telle que 
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(p(yIy2)= rp(y,)&,) et q(y)-’ = c+-‘). Si 7 est une unite de I-, alors cp(y) est une unite de r’. 
Notons cpe: T-r T’ l’application differentiable Ctale ainsi obtenue. L’homomorphisme cp se 
projette par les projections sources c, CT’ et buts /.?, p sur l’application qpo, comme l’indique le 
diagramme suivant: 
Remarque. Un homomorphisme continu cp: T+T’ est differentiable ttale si et seulement 
si l’application induite cpe est localement un diffeomorphisme. 
Convention. Dans tout l’article, homomorphisme signifiera homomorphisme differen- 
tiable itale. 
L’homomorphisme cp est un isomorphisme s’il est de plus un diffeomorphisme de r 
sur r-1. 
Soit 4 = { Ui}i~, un recouvrement ouvert de T. Notons Ti, j= {(‘J, i,j)~ I- x I x Z;o(;l)~ Uj
et /?(Y)E Vj}. Notons Ta l’union disjointe u Ti, j. L’ensemble Tu est muni naturellement . 
dune structure de groupdide differentiabik) &ale, dont l’espace des unites est LI Vi: le 
compost (y, i, j) - (y’, k, I) est dtfini si a(y)= /?(y’) et j = k; il vaut alors (yy’, i, I). 
La projection naturelle de T-u sur r est un homomorphisme. On dira que T-U est le 
localisi de r relativement a 4. 
Si 9 et V sont deux recouvrements de T, on notera 9 I_I Y le recouvrement de T obtenu 
en prenant la reunion disjointe des familles d’ouverts de ??J et de 9’. En particulier J?/ et VP 
sont des sous-recouvrements de @ U Y. 
Dejinition: Morphisme de groupo’ides. Soient r et r’ des groupoi’des avec espaces 
d’unites T et T. Soient @ et Y deux recouvrements de T, et soient cp-u:ry-r’ et 
cp%: ry+r) deux homomorphismes. On dira que cpl et cpv representent le mime morphisme 
4 de r dans r’ s’il existe un homomorphisme ‘ppuV-:T~n, -+r’ etendant cp,ti et cp, -. 
Remarque. Cette notion de morphisme de r dans r’ est un cas particulier de la notion 
d’homomorphisme (gintralisi) de G. Skandalis, exposie dans [7], 2.3. 
Dejinition: Pquivalence de groupoiiies. Deux groupo’ides differentiables etales r et r’, 
d’espaces d’unitts T et T’ sont dits iquivalents s’il existe des recouvrements %de T et Q’ de T 
tels que r’7( et r&, soient isomorphes. 
Si cp: T.u+T&s est un isomorphisme, alors le morphisme 4: T-r r’ represent6 par 1~ 0 cp 
(0ti iw:r+ r' est la projection naturelle) s’appellera une 2quivalence entre r et r’. 
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Exknples. Soit T, un ouvert de T rencontrant outes les orbites de I-, et soit To le sous- 
groupo’ide de r forme des elements de source et but dans T,; alors l’inclusion de To dans r 
represente une equivalence. (On appelle orbite pour r d’un point .Y E T, l’ensemble des buts 
des elements de r de source x). 
“Z etant un recouvrement de T, la projection naturelle ly:rp+r represente une 
equivalence. 
Definition: composition de morphismes. Soient 4: T+T’ et 4’: T’+T’ deux morphismes 
represent& par les homomorphismes cp: T%-+f” et cp’: f$+r”. La definition du morphisme 
compose 4 0 C#J est schtmatisee par le diagramme suivant: 
(cpO est l’application de T*= & U sur T induite par cp, et cp;‘(W) est done un 
recouvrement ouvert de Ta). 
Gas du groupoidefondamental. Soit II = n,(T) le groupo’ide fondamental de 9 pour la 
transversale T, et soit % un recouvrement de T. L’immersion 7: T-rM definit une 
immersion 7 : LI Ui + M, par restriction de 7 A chacun des ouverts de %, ce qui fait de LI Vi 
I 
une autre transversale du feuilletage 9. Alors le groupo’ide II, nkst autre que le groupo’ide 
fondamental de .F pour la transversale U Vi. 
On montre facilement la proposition suivante. 
PROPOSITION. Si T et T’ sont deux transversales completes dun m&me feuilletage 9, le 
feuilletage F d&nit une equivalence entre les groupoides IIs(T) et IIF( 
2 3 L’ensemble Def (‘.” (II) des germes de deformation du groupoide fondamental. La . . 
notion de morphisme de groupo’ides permet de definir celle de deformation (differentiable) 
d’un groupo’ide differentiable r Ctale sur son espace d’unitis T. 
Soit (S, 0) un espace localement compact point6 en 0. Notons n=dim T, Notons 
Difls(R”) le pseudogroupe des homlomorphismes locaux de R” x S de la forme 
(x, s) + (h”(x), s) oti h” est un diffeomorphisme local de BB” variant continuement avec s. 
Notons IXJ(S*o)(Rn) le groupo’ide des germes des elements de Difss(W) pris aux points de 
R” x (0). On dlfinit de m&me DiJ’( T) et IIiJt’* O)(T). 
Definition. Un germe de deformation de I- parametre par (S, 0) est un morphisme 
(differentiable itale) de r dans Dss* o(R”). 
On notera Def (‘3 O)(r) l’ensemble des germes de deformation paramitree par (S, 0) de I-. 
Un tel morphisme est represend par un homomorphisme cp: l-a + Diff@* “(R”) oti 
42 = {Vi} est un recouvrement ouvert de T. 
Explicitement, cela revient a se donner: 
(a) pour tout i, un diffeomorphisme vi de Vi sur un ouvert de R” x (0) (a priori, cp induit 
des diffeomorphismes locaux des LJi sur des ouverts de R” x (O}; il suffit alors de prendre un 
recouvrement plus fin). 
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(b) pour tout triple (7, i, j) E ~Y-I( ou 7 est un element de r de source -xi E Uj et but xi E Ui, 
un element cpij(~)= cp(y, i, j) de &fl cs,o’(iw”) de source cpj(xj) et de but cpi(.ri), dependant 
continuement de ‘J et tel que (p&y’)= cpij(y) cpjk(y’) et cpij(y)- l= cpji(y- ‘). 
Remarqrle 1. Pour tout i, soit Vii un voisinage ouvert de CJi x {O; dans TX S, et soit 
cps: ~~-iw” x S un diffeomorphisme de la forme cpf(.x, s)=(cpf(.u), s) tel que (po=cp,. Soit 
II/: f* + Difl”*“(T) defini par $(y, i, j)= cp”o cp(;‘, i,j) g (pS_ ‘. Alors II/ est un homomor- r-.-J 
phisme tel que l’application $o: U ui--+ T qu’il induit soit la projection naturelle. De plus le 
morphisme reprbenti par II/ ne depend pas du choix des extensions cp” de Cpi. 
Ce pro&de definit une bijection entre l’ensemble des morphismes de I- dans ~$‘s~o’(W) 
et I’ensemble des morphismes de r dans OiJ~‘s* O’(T). 
Cette remarque conduit a la definition equivalente suivante. 
D@nition. Un germe de deformation de r parametree par (S, 0) est un morphisme (sous 
entendu differentiable &tale) de r dans DiJ(‘* “( T). 
Remarque 2. Soit h E Dif’( T) un homlomorphisme de T x S, soit 
(‘* ‘) cp:rp+~fl ( T) un homomorphisme tel que ‘pO soit la projection naturelle de I_ILii sur 
T. Enfin soit qh : I- --) DiJ”*” ( T) defini par: 
cph(.l,i,j)=hO~(./,i,j)?h-l. 
Alors cp et cpk representent le mtme morphisme, done le mtme element de Def’sa O’(r). 
En utilisant les remarques 1 et 2, on voit que tout morphisme de I- dans ~‘J’“‘“‘( T) 
peut ttre reprtsentt par un homomorphisme cp: lYr -Ik& (‘* “( T) tel que l’application 
induite, (po: LIU, --f T, soit la projection naturelle de LIU, sur T. 
Remarque 3. Un germe de deformation de n, ( T) determine un germe de deformation 
de lT, ( T’) pour toute transversale complete T’ de 9, en composant par I’equivalence ntre 
n, ( T) et fI, ( T’ ) dtfinie par le feuilletage 9. 
On pourra done parler sans ambiguite d’un germe de deformation du groupo’ide 
fondamental II, sans avoir h preciser la transversale considiree. (La notation IIF designe 
ici la classe d’tquivalence des groupo’ides IT, ( T) oh Test une transversale complete de F.) 
3. RPsultats gdniraux sur les germes de diformation d’un feuilletage 
3.1. Enonce du thkortme principal. Soit 9 un feuilletage differentiable sur une varitti 
paracompacte M. Soit (S, 0) un espace localement compact point6 en 0. 
Rappelons que deux deformations 9: et 9; du feuilletage 9, parametrtes par S, ont 
des germes equivalents i elles sont conjuguees au voisinage de M x (0 3 par un homto- 
morphisme local de M x S (defini au voisinage de M x { 01) de la forme (x, s) + (H”(x), s), 
oti H” est un diffeomorphisme local variant continuement avec s, et tel que Ho = 1,. 
L’ensemble des classes d’equivalence de germes de deformation de 9 parametree par S 
est note Deft’. O’ (9 ). 
Choisissons une transversale complete T: T + M et soit TI = lT, ( T) le groupo’ide 
fondamental de .F pour cette transversale. On note Def(‘* O’(n) I’ensemble des germes de 
deformation parametree par S du groupo’ide TI. 
I1 existe une application naturelle HS : Def (Se O’ ( 9 ) + Def(‘* O’( TI ) definie de la facon 
suivante: 
Soit 9’ une deformation de 9 reprisentant un Clement de Deft’* ” ( 9 ). L’application 
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T’: T x S + kf x S definie par T’(x, s) = (T(X), s) est transverse a 9’ au voisinage de 
T x (0). 
A tout element YE II, represent6 par un chemin C tangent i 9, on associe le get-me 
d’holonomie cp(y) de Ss le long du chemin C x ( 0}, pour la transversale T x S; cp(y) est 
un element de DiJ “* O’( T) de mtme source et but que 7. On a ainsi dlfini un homomor- 
phisme rp : II + Difs @*‘)( T) tel que ‘p. soit I’identite de T. 
Si 9” est uzdtformation de .F representant le mCme element @ de Def”. OJ( S), 
l’homomorphisme rp’ qu’elle induit sera conjugue a cp par un Clement de Oifs”( T) et 
represente done le m&me Clement HS ( @ ) E Def”* O) ( II ). 
TH~OR~ME PRINCIPAL. L’application naturelle HS construite ci-dessus de I’ensemble 
Def G. O’( 9 ) des classes d’tquicalence de germes de deformation de 9 parametree par respace 
point6 (S, 0) dans l’ensemble Def (‘, O)( I7 ) des germes de deformation parametree par (S, 0) de 
son groupoide fondamental II est une bijection. 
(La demonstration du theoreme principal est I’objet de la partie III.) 
Remarque 1. On obtient en corollaire que tout morphisme de II dans &J$‘“* ‘I( T) est 
realis par un homomorphisme de II dans%fl (‘* O)( T) induisant l’identite sur T. C’est-a- 
dire qu’il n’est pas necessaire de remplacer II par II @. Cependant, cela n’est plus vrai pour la 
genlralisation du theortme principal mentionnie en 3.3. 
Remarque 2. Cas des feuilletages transverses a une fibration. Soit 9 un feuilletage 
transverse a une fibration p : M + B de fibre F = p- ‘(x0) et de base B compactes connexes. 
Dans 1.2, on a constate directement que I’ensemble Def’“* “( 9) des classes d’equivalence 
des germes de deformation de 9 parametree par (S, 0) ttait en bijection avec I’ensemble 
Def (‘* “(cp) des classes d’tquivalence des germes de deformation de l’homomorphisme 
d’holomie rp. 
Si II est le groupo’ide fondamental de 9 associi a la transversale correspondant i
l’inclusion de la fibre F dans M, il est clair que l’on obtient une application de Def (‘. O) ( cp ) 
dans Def 6. “( II ) en faisant correspondre a la classe d’une famille rps d’homomorphismes de 
x,(B) dans D@(F) l’homomorphisme de II = FxsxI(B) dans DLfl”. O)( F) appliquant 
(J, 7) sur le germ en (y, 0) de (y, s)-(cp”(‘~)(y), s). 
11 resulte du theoreme que (lorsque M est compact) l’application ainsi definie de 
Def (‘, ‘) ( ‘p ) dans Def (‘7 O) ( lI ) est bijective, ce qui n’est pas evident a priori. 
3.2. Comparaison des pseudogroupes d’holonomie. L’intertt du thioreme principal est 
qu’il permet de comparer les pseudogroupes d’holonomie de deformations de feuilletages 
sur des varietes differentes M et M’, connaissant les deformations de la representation 
d’holonomie de leurs groupo’ides fondamentaux, lorsque M et M’ sont compactes. 
De man&e precise: soient 9’ et d “o des feuilletages ur des varietts compactes M et 
M’ et soient 9’ et 91s des deformations de 9 o et F’O parametrees par S et definies sur 
M x S et M’ x S respectivement. Soient T: T + M et T’: T’ -B M’ des transversales com- 
pletes, II et II’ les groupoides fondamentaux associes pour les feuilletages go et F’O. On 
suppose qu’il existe un homomorphisme surjectif rl/ : II -P ll’ tel que, si cp E Def (s*o)( II) et 
cp’ E Def (‘* O)( TI’) sont les germes de deformation de II et II’ associes a 9-S et F’s, alors 9 
est le compost 9’ 0 *. 
11 existe alors un voisinage So de 0 dans S et une equivalence du pseudogroupe 
d’holonomie de FfM X s0 sur celui de 9& X s0 q ui ttend tie (c’est-a-dire que leurs groupoides 
d’holonomies ont equivalents). 
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Comme nous n’utiliserons pas explicitement ce resultat, nous laissons au lecteur la 
demonstration; il faut cependant remarquer le point essentiel suivant. 
Si M est compacte, alors il existe un ouvert relativement compact de T x S de la forme 
To x So, tel que:rlrO x lso: To x S, + M x S, est encore une transversale complete pour la 
restriction Fso de Fs a M x S,. Le pseudogroupe d’holonomie 310s0 de 9 So est engendre par 
un nombre iini d’elements h,, . . . , h, de Oiff’“( To) d&finis sur des ouverts relativement 
compacts de la forme Lli x S, (Ui relativement compact dans To ), et qui sont les restrictions 
d’lltments 6 du pseudogroupe 2 s0 d&is sur des voisinages de 6, x So. 
3.3. Variation da hypothbes. Le theoreme principal peut etre generali& en remplacant 
Or$” (R”) par un sous-pseudogroupe 9’. Dans ce cas, le feuilletage 9 est un feuilletage sur Iv2 
d&i par des submersions dans R” compatible avec le pseudogroupe go formi des restric- 
tions des elements de 9’ a R x (0). 
Pour fixer les id&es, commencons par Cnumtrer quelques examples de tels pseudogroupes: 
(i) S est un voisinage ouvert de 0 dans [w’, et 9’ est le pseudogroupe des hom- 
tomorphismes locaux de R” x S de la forme (x, s) + (h”(x), s), ou (x, s) -+ h”(x) a des d&iv&es 
partielles mixtes d’ordre < r en x et d’ordre < r’ en s continues, r et r’ G r etant des entiers 
fixes ou x. On pourrait aussi supposer que h’(x) est analytique reel en .x et s. 
(ii) 9” serait le sous-pseudogroupe du precedent forme des elements tels que x + h”(x) 
soit un diffeomorphisme local de R” preservant une forme volume (ou symplectique) donnee, 
ou une metrique riemannienne don&e sur R”, etc. 
(iii) S est un espace analytique complexe, R” est remplace par Cm, et 9’ est le pseudo- 
groupe des homtomorphismes locaux de Cm x S qui sont analytiques complexes et se 
projettent sur l’identitt de S. 
Une deformation 9’ de 9 est par definition un feuilletage sur un voisinage ouvert U de 
M x { 0} dans M x S don& par un recouvrement ouvert Q = { Lri } de U et des submersions 
A: Ui + R” x S au dessus de S, compatibles avec ps, et dont les restrictions a M x (0) = M 
donnent un cocyle detinissant 9. Deux deformations gs et gfs de % auront des germes 
equivalents, ’il existe un diffeomorphisme h au-dessus de S dun voisinage V de M x {O} sur 
un voisinage V’ de M x (0) transportant un cocycle dltinissant 9’1, sur un cocycle 
definissant 9 “IV,. L’ensemble des classes d’tquivalence de germes ainsi dttinies sera note 
Defy’“’ ” ( 9 ). 
Soit r : T+ M une transversale complete pour 8. Elle htrite alors dune go-structure 
induite par 9 (par exemple une structure complexe dans le cas de l’exemple iii) definie par 
un atlas dans R” forme des restrictions a T des submersions dlfinissant 9. 
Soit II le groupo’ide fondamental de 4 associe a T. L’ensemble Def9’Is”‘( lI) sera par 
definition un sous-ensemble de l’ensemble des morphismes de lI dans le groupo’idez@* ‘) 
des germes aux points de M x { 0} des elements de 9 s. Un homomorphisme cp du localise 
111,/,, de II relativement a un recouvrement ouvert 4Y O = { Up } de T dans Et’* ‘) sera dans 
Def y’s’0’ ( ll) si les restrictions de q aux LTp forment un atlas sur T compatible avec la 9’ 
structure induite par 9. 
L’application Def9’“‘“‘( 9) -+ Def”““’ (II) est alors definie comme suit. Soit Fs une 
deformation comme ci-dessus. Si r” : T -+ M est une transversale complete pour 9, alors la 
restriction de r” x 1,: T x S + M x S A un voisinage assez petit de T x (0) est une trans- 
versale pour & . ~~ Soit @2’ = ( VP } le recouvrement de T forme des intersections des Ur avec 
T x { 0} = T. On obtient alors un homomorphisme cp :IL,, +~(‘* ‘) en appliquant 
l’tliment (7, i, j) de ffwO de source xi E U$’ et but xi E Up sur l’eltment dez”* ‘) compost des 
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germes fy oh(y)a(fi”,)-‘, oti f;i est le germe defy,_ en Xi x (0) et h(y) est le germe 
d’holonomie de 9’ associl a y. 
On alors la generalisation on suivante du theoreme principal. Sa demonstration est 
essentiellement la meme que celle du theoreme principal a quelques changements de notation 
prb. Nous la laisserons done au lecteur. 
TH~OR~ME PRINCIPAL'. L’application d&rite ci-dessus donne en passant aux classes d’equi- 
calence une bijection de Def ,p’s’O’( 9) duns Def@‘“‘( lI ). 
Soit 9” un sous pseudogroupe de 9’ et soit 9 un feuilletage sur A4 defini par des 
submersions compatibles avc g”, et soit lT un representant de son groupo’ide fondamental. 
On a tvidemment le diagramme commutatif suivant: 
Def +0’(~) +Defq”“‘“‘(n) 
I 1 
Defq”‘“‘(.F) -_, Defg”“‘( n) 
oti les fleches horizontales ont bijectives. 
Considerer l’image dans Def @“( 9) dun Clement de Def 9”s’o’( 9) reptesende par une 
deformation Fs de 9 revient a Clargir la classe d’equivalence de son germe. La mtme 
remarque s’applique a un element de Def @“‘( II). 
Par exemple, ceci nous permet de traiter le cas des classes de Cl-equivalence de germes 
de C’-deformation d’un feuilletage de classe C’, r > 1. 
$11. DEFORMATIONS DE FEUILLETAGES DOhi PAR DES FIBRATlONS 
1. PrPIiminaires l : , 
Pour les applications que nous avons en vue, nous utiliserons les deux resultats uivants: le 
premier est une variation du thtoreme de Thurston genkalisant le thtoreme de stabiliti de 
Reeb (cf. [ 14]), le second itant le theoreme de l’indice de Fuller applique aux libris en cercle. 
Soit (S, 0) un germe d’espace point& et soit Difs \s*o)(R” 0) le groupe des germes en 
(0, 0) E 53 ” x S des homeomorphismes locaux de Iw” x S de la forme (x, s) -+ (h,(x), s), h, 
etant un diffeomorphisme local de Iw” dtpendant continuement de s et tel que h,(O) = 0 et 
que la dlrivee de ho en 0 soit l’identitt. 
TH~OR~SE 1. (Thurston-Langevin-Rosenberg [9].) Soit G un groupe de generation 
finie tel que H ’ (G, [w) = 0. Alors tout homomorphisme de G duns Diff\” “( R”, 0) est tricial. 
Dans [S], Fuller associe un nombre rationnel, appele indice, ti tout compact isolt d’orbites 
periodiques d’un champ de vecteurs. On en deduit facilement le theoreme suivant (attribue de 
ce fait a Fuller). 
TH~OR~~ME 2. (Fuller ES].) Soit p : M + B un fibre diJ&entiable en cercles de base une 
rariett compacte B. Supposons que la caracttristique d’Euler x(B) de B soit non nulle. Alors 
duns toute perturbation asses petite du feuilletage sur M d@ini par la projection p, il existe au 
moins une feuille compacte proche dune fibre. 
En effet, en passant au besoin au fibre induit sur un revetement a deux feuillets de B, on 
peut supposer que les fibres de M sont les trajectoires ayant toutes mCme p&ode dun 
champ de vecteurs ur M. On peut alors appliquer le theorime de l’indice de Fuller comme 
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dans [S], pp. 142-143: l’indice de Fuller de la fibration est alors Cgal a la caracteristique 
d’Euler x(B). 
2. Image rkiproque d’un feuilletage par une fibration 
TH~ORZME. Soit p : M + B une jibration di@rentiable dont la base B et la jibre L sont 
compactes connexes. Supposons que H1 (L; R) = 0. Soit 9 un feuilletage diflrentiable SW B et 
soit @ le feuilletage sur M image inverse par p de 9. Alors tout germe de deformation de ..& 
paramitre par un germe (S, 0) d’espace localement compact est equivalent a rimage inverse par 
p dun germe de deformation de 9;. 
En particulier, si B est stable differentiablement, alors .$ l’est aussi; c’est un resultat 
demontre par HenE [8]. 
Demonstration. Soit f : T + M une transversale complete pour $2; alors T = p * i est une 
transversale complete pour 9. La projection p induit un homomorphisme surjectif $ du 
groupo’ide fondamental I=I de # associi a f sur le groupdide fondamental II de 9 associe 21 
T. Si yi et yz sont deux elements de I=I se projetant par $ sur le meme element de II, allors 
Y2 = ay,, oti a est la classe d’homotopie dun lacet dans une fibre de p. D’apres le thtoreme 
(la), pour tout homomorphisme differentiable &tale 4 de fI dans sfl(‘* ‘)I?, alors G(r) est 
une unite de DiJ f’s o’(Rn) Done 4 se factorise suivant un homomorphisme differentiable 
Ctale cp de II dans Lfl csTO)(R”). Le thioreme resulte alors du theortme principal (1.3.1). 
Remarque. Si le feuilletage B sur B est le feuilletage par points alors on retrouve le 
resultat de Langevin et Rosenberg [9]. 
3. Fibrations se comportant comme une jibration triviale 
THI~OR~ME. Soit p: M + B un jib& d@rentiable de fibre L et de base B compactes 
connexes. Supposons que nl(M) N zl(B) x X1(L), la projection sur le premier facteur Ltant 
induite par la projection p, et que la projection de x1(L) dans xl(M) induise un isomorphisme 
de x1(L) sur (l} x rri (L). Alors le groupoiiie fondamental II du feuilletage 9 dejini par p est 
equivalent au groupoide fondamental duJibre trivial B x L -) B. 
Exemple. Ce sera toujours le cas si x1(B) = n2( B) = 0 
COROLLAIRE 1. I1 y a alors une bijection naturelle entre l’ensemble Deft’* O)( 9) des classes 
dequivalence de germes de deformation parametree par (S, 0) du feuilletage 9, et fensemble 
Deft’* “(cp) des classes d’tquivalence de germes de deformation parametree par (S, 0) de 
l’homomorphisme trivial 
q:n,(L)+ Di$(B), q(y) = lB pour tout YEX~(L) (cf. 151.2). 
Demonstration du theoreme. Attention: On rappelle que, pour le produit des chemins, 
nous avons choisi la convention opposee a la convention usuelle: le produit yi *y2 est 
possible si l’origine de yi est igale a l’extremite de y2. 
Choisissons un recouvrement %? = { Ui}r,=l de B tel que les Ui soient des 
ouverts contractiles. Soient 7i : Ui 4 M des sections differentiables de p. Alors 
T = IIri: T = LI Ui -+ M est une transversale complete de 5. Choisissons un point de 
base x0 E B contenu dans Ui, et soit z. = Ti,(XO). Pour chaque i E I, on choisit un chemin 
Ii dans M reliant z. a un point Zi de Ti( Vi). Pour tout point XE Ui on choisit un chemin Cf 
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sur ri (Vi) reliant ii a ri( X) (les Ui &ant contractiles, la classe d’homotopie du chemin CF 
est bien dtterminee). Pour tout point x E Ui n Uj, il existe un unique element $E fI,( T) 
de source Tj(X) et but Ti(x) tel que, si CG est un chemin dans la fibre L, representant *zj, 
alors l’element de n,(M, z,,) represent6 par le lacet Ii- l Cl- l C; CT lj appartienne au 
sous-groupe z,(B) x ( I} c n, (M, zO). On verifie facilement que la famille (y;}xsL,in”, 
varie continuement avec x, et que pour tout x E Ui n Uj n U, y;* yf = yi. 
Soit x E Ui et soit y un element de II,(T) de source et but ri(x). Soit C un lacet sur 
L, = p-‘(x) representant y. On associe a y un element q$y)En,(L) en projetant par la 
projection naturelle rri (M) = x1(B) x n,(L) --, x1(L) la classe du lacet 1; 1 CT-’ C CT Ii. De 
plUS, si X E Ui A Uj, on verifie facilement que cp(y) = q(yTi y y;). 
Soit ‘3 le feuilletage don& par la fibration triviale B x L + B. La base B peut &tre 
considiree comme une transversale complete de Y, et la groupo’ide fondamental de Y pour 
cette transversale st II = B x x1(L). 
Si y E l-I& 7’) est de source rj(x) et de but ri(x), alors il existe un unique y’ de source et 
but ri(x) tel que y = y’y;. On pose alors O(y) = (x, cp(y’), i, j). 
Remarque gentrale. Pour un fibrl p : A4 -+ B de fibre L et base B connexes, on a la suite 
exacte d’homotopie 
n,(& x0) L n, (L, r0) + n1 (M, zo) + x,(B, x0) + 1. 
Soit Fl le groupo’ide fondamental du feuilletage % sur M defini par la fibration p. Par un 
argument analogue au precedent, on voit que la classe d’tquivalence de II est caracterisie 
par cette suite exacte lorsque d = 0. On peut encore montrer que c’est le cas lorsque B est 
simplement connexe. Cependant, cette suite exacte ne suffit pas toujours a caracteriser D. 
De man&e genirale, a tout fibre p : M + B de fibre L (B et L connexes) on peut associer 
un fibrt pi : MI + B de fibre un complexe d’Eilenberg-MacLane K(n,(L), 1) qui est le 
premier Ctage dans la decomposition de Postnikov de p, et une application continue fibrlef 
de M dans MI induisant sur chaque fibre un isomorphisme des groupes fondamentaux. 
Le fibre p1 est en fait le classifiant du groupo’ide fondamental II du feuilletage % sur M 
dtfini par p (cf. [7]) et sa classe d’homotopie fibree caracterise la classe d’equivalence de l-l. 
Si l’on peut rtaliser le fibrt p1 par un fibre differentiable t si l’on note %‘, le feuilletage defini 
par p1 alors l’applicationfinduit par image reciproque une bijection de Def@s “( %r ) sur 
W (S. 0) ( % )_ 
Dans ce paragraphe, on a consider& le cas particulier ou p1 est le fibre trivial. On peut 
toujours trouver une variCtC differentiable L, de grande dimension dont le groupe fond- 
amental est isomorphe a zi (L) et tel que ai = 0 pour 2 ,< i < dim M. On peut alors 
construire une application differentiablef, :M + B x L, se projetant sur l’identite de B et 
induisant un isomorphisme sur les groupes fondamentaux des fibres. Alors,f, induit par 
image riciproque une bijection de Def @* O) ( .Fl ) sur Def”* O) (9 ) od 8, est le feuilletage sur 
B x L1 defini par la projection sur B. 
4. Fibrations se comportant comme unefibration en tore Tk 
TH~OR~ME. Soit p : M + B unjibre differentiable de base B etjibre L compactes connexes. 
I1 existe alors unfibre p1 : M, + B en tore Tk, oti k est le rang de H’(L, R), et une application 
diflirentiable f: M + M, se projetant sur Pidentitt de B et induisant sur chaque jibre un 
isomorphisme sur Phomologie entiere en dimension un modulo la torsion. 
Soient % et %i les feuilletages ur M et M, definis respectivement par les projections p 
et pl. Supposons que le noyau N de 7~~ (L) + HI ( L)llorsion soit de generation finie et que 
H’(N; R) = 0. 
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Alors l’application faisant correspondre a un germe de deformation de 9i son image 
inverse parfdonne une bijection entre les ensembles de classes d’equivalence de germes de 
deformation de 9, et 9. 
Remarque. Dans le cas oh le groupe fondamental n,( F) est E”, le fibrl p1 en tore T” 
que nous construisons est celui dont parle la remarque get&ale du paragraphe 3 : T” est le 
complexe d’Eilenberg-MacLane K(Z”, 1); de plus l’application f: M + M, induit un 
isomorphisme du groupdide fondamental de 9 sur celui de 9i. 
COROLLAIRE. Si de plus HI (L; Iw ) = Iw, et si x(B) # 0, alors route dilformation assez petite 
de 9 a encore au moins une feuille compacte. 
Dimonstration du th8orkme. Soit H, le fibre vectoriel de base B dont la fibre au-dessus 
de x~B est le groupe d’homologie H,@-‘(x); aB). En utilisant une partition de l’uniti 
subordonnte a un recouvrement de B par des ouverts au-dessus desquels M est trivial, on 
peut construire une 1-forme differentielle fermie o, sur p- l(x) g valeur dans H 1 (p- 1 (x); R) 
d&pendant differentiablement de x, telle que pour tout chemin ferme C dans p- l(x), 
l’integrale de o, le long de C soit precisement la classe d’homologie reelle reprbentee par C. 
On designera par w cette 1-forme le long des fibres de M. 
Pour chaque point x de B, les ptriodes de o, forment un reseau FX dans H 1 (p- l(x); [w) 
qui est l’image de H,(p- l(x); Z). Le quotient de H, par le sous-fibre de ces reseaux est un 
fibrt differentiable q : T + B en groupes isomorphes a des tores de dimension k. 
Choisissons un recouvrement ouvert {Vi} de B tel qu’il existe des sections locales 
TV: Ui + M au-dessus de Ui. On construit le fibrt M, par recollement des ouverts q- ‘(Vi) 
de T, en identifiant ziEq-‘(x) = H,(p-‘(x); rW)/r, c q-‘(Ui) A zjeq-‘(x) c q-‘(Uj) oti 
J n(x) zj = Zi + d, modulo F,. r)(x) 
Les applications A: p- ’ ( Vi) + q- ‘( Vi) faisant correspondre a z E: p- 1 (x) la classe 
modulo F, de 
s 
Z 
o se recollent pour donner l’application f: M -+ M’ cherchee. 
ri(X) 
Soit II (resp. II,) le groupo’ide fondamental de 9 (resp. gl) associi a la transversale 
T = I_Iri: LIU, + M (resp. ~t =f. T). Alorsfinduit un homomorphisme surjectif I+$ : l-I--) II,. 
De plus, pour tout yr, y2 ED, il est equivalent que Y(yl) = Y(;t2) ou que le produit ~~“1; ’ 
existe et soit represente par un lacet de la fibre, nul en homologie ([ ‘~~1; ‘1 = 0 E H 1 (L, [w) ). 
D’apris le theorime 1, tout homomorphisme (differentiable &ale) de II dans 
Difl’s*o’( W) est trivial sur les elements de II reprisentes par des lacets nuls en homologie 
d% la fibre: un tel homomorphisme st done le compose de Y et dun homomorphisme 
differentiable &tale de II, dans sfl ls. O) R”. Le thtoreme principal montre done bien quef 
induit, par image reciproque, une bijection des classes d’iquivalence de germes de deformat- 
ion de sl sur celles de 9. 
Dimonstration du corollaire. L’hypothese implique que M, est un fibre en cercles. 
Comme M est compact, si Bs est une deformation de 9 parametrte par un espace 
localement compact S, on peut remplacer S par un voisinage assez petit de 0 ES de sorte que 
9 ’ soit defini sur M x S et que 9 s soit l’image reciproque par f x 1, dune deformation 
9; de gl definie sur Ml x S. Comme X(B) # 0, d’aprb Fuller (thtoreme 2) le feuilletage 
9: aura une feuille compacte pour tout s E S, si s est assez petit. 11 en sera done de meme 
pour 9”. 
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Remarque. Le theortme n’est pas vrai sans l’hypothtse que le noyau N de x1(L) 
* H I( L )/Torsion est de generation finie et que H, (N, Iw) = 0 : l’exemple ci-dessous montre 
que la fibration triviale Sz x K + S2 de base la sphere S2 et de fibre la bouteille de Klein 
K( HI (K, Iw) = [w) posstde des deformations 9 ’ telles que des lacets d’homologie entiere 
nulle aient un germe d’holonomie perturb&e non trivial. Une telle deformation ne peut pas 
etre lquivalente au “pull-back” d’une deformation dune fibration en cercles. 
Nous verrons cependant dans l’article [l] que tout feuilletage Cl-proche de cette 
fibration posside une feuille compacte proche d’une fibre. 
Exemple de la jibration S2 x K + S 2. Pour tout CLE [w nous noterons R, la rotation 
x -+ x + a definie sur le cercle S’ = R/B/z. 
Soit n E N. A tout diffeomorphisme gde l’intervalle 
[ 1 0, & a support dans 10, & [, on 
associe un diffeomorphisme g de S’ defini par x + RP 0 g 0 RF’(x) pour x E I I 
_ 
et par x + R-09 -‘OR%(X) pour XE 
2k + 1 2k + 2 1 . Pour tout g, s’ est tel que _ _ 
R@oRIL;‘= 8-l. 
Soit {g,} tetO, i une famille differentiable de diffeomorphismes de [ 1 0, i a support 
dans 0, & 1 [ , telle que g1 soit igal a l’identitt lI,,+, si t est proche de 0 ou de 1, et que gt 
soit different de l’identite. Alors la famille { &}toro, i1 definit un diffeomorphisme different de 
l’identite de la couronne S’ x [0, 11, &gal a l’identiti pres du bord. Soit U une partie de S2 
diffeomorphe a S’ x [0, 11. On trouve facilement un diffeomorphisme F,,, de S2 qui laisse 
invariant chacun des cercles S1 x {t} de U et tel que FIInlSL X (I) soit &gal a la rotation Rh. 
Soit Gi,, le diffeomorphisme de S2 dtfini par la famille (gt}let,,. r1 sur U z S r x 0, 1, et igal a 
l’identite hors de U. Les diffeomorphismes F,,, et G,,, de S2 verifient la relation 
F r,/Gr,/Fl/,! = G,,!. 
On peut choisir une suite { ( F1,,, Gl,n)}nshl. de couples de diffiomorphismes de S2 
verifiant F1,,oGljnoF;j = G,,‘, telle que F,,, et G,,, convergent vers l’identite ls2 pour la 
topologie C’ quand n tend vers l’infini et que pour tout n, Glin soit different de l’identiti 1s2. 
Soit K la bouteille de Klein. Son groupe fondamental n,(K) est isomorphe au produit 
semi-direct Z >Q Z. 11 est engendre par deux elements a, b verifiant comme seule relation 
aba - ’ = b- I. On obtient done un homomorphisme (Pi,,, de a,(K) dans Diff (S2) en 
associant Fl,,, A a et G,,, a b. 
Notons cpO la representation triviale de x,(K) dans Difl(S2). La famille 
(4%)” hnLN I est une deformation de cpo. 
Soit go le feuilletage defini par la fibration triviale p: S2 x K + S2. Comme nous 
l’avons vu au 1.1.2, la famille { cpo) u { (P~,~}_~. determine une deformation { so} u 
@wnsN* du feuilletage Fo. Comme les diffeomorphismes (pl,,(b2) = G$, sont differents 
de l’identiti, il existe une fibre K, et un lacet C sur K, dans la classe d’homotopie de b2 (done 
C est de classe d’homologie entiere nulle) dont le germe d’holonomie perturb&e st non 
trivial. En particulier la deformation {PO> u { 91,,}nsN. n’est pas tquivalente a une image 
inverse dune deformation de la fibration en cercle S2 x S 1 + S2. 
5. DPformations de jibrations de Seifert ghkraliskes 
(Voir [4] qui traite le cas oh la fibre est de premier mombre di Betti nul.) 
(a) DQinitions. Une fibration de Seifert est un feuilletage de dimension 1 sur une variite 
compacte, tel que toutes les feuilles soient compactes (done des cercles) et aient leur groupe 
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d’holonomie fini. Par analogie, on appelle fibration de Seifert glnCralisCe un feuilletage sur 
une variCtt compacte M, dont toutes les feuilles sont compactes ti groupe d’holonomie fini. 
L’espace des feuilles B d’un tel feuilletage st naturellement muni d’une structure d’orbifold 
diffkrentiable (ou V-variite, cf. SatakC [ 1 l] ). Notons p : M + B la projection naturelle. Le 
sous-espace B,, form& des points de B correspondant g des feuilles dont le groupe 
d’holonomie est d’ordre k, est une sous varittS ayant un nombre fini de composantes 
connexes, que nous noterons Bk, 8: . . . . 
(b) Persistance de feuilles compactes pour unejbration de Seifert (en cercles). Soit 9 une 
fibration de Seifert sur M, et p: M + B la projection sur son espace des feuilles. 
Remarque. L’existence de feuilles ayant des groupes d’holonomie d’ordres diffkrents 
entraine une certaine rigiditC de 9: par exemple, s’il existe 1 E N* tel que B1 posstde un 
point isolt x, alors la feuille p-‘(x) est stable par Cl-perturbations de 9. 
Le thtorkme de Fuller va permettre d’exploiter plus pr&isiment cette rigiditt. 
Supposons que 9 soit orienti; il existe un champ de vecteurs X tangent g 9 tel que 
1 
chaque feuille p- l(x) soit une orbite $riodique de X de pCriode minimale -, oti 1 est l’ordre 
1 
du groupe d’holonomie de p-‘(x) (c’est 4 dire que x appartient g B,). 
On peut alors appliquer le thtor&me de Fuller au champ X afin de prouver l’existence de 
feuilles compactes proches d’une fibre, pour tout feuilletage Cl-proche de 9: Fuller (voir 
[S]) associe un nombre rationnel, appeli indice, g tout compact isol& d’orbites pkriodiques 
d’un champ de vecteurs. Dans le cas du champ X tangent $9, pour tout entier kc IV*, 
1 
chaque composante connexe de la rCunion des orbites admettant - comme ptriode est un 
k 
compact isoli d’orbites ptriodiques. Une telle composante st de la forme p- ‘(C), oti C est 
une composante connexe de u B1. 
lhk 
LEMME. Soit C une composante connexe de U B,. L’indice de Fuller de p-‘(C) est (au 
irk 
signe prhs): 
1 {f x(Bf; aB;), 12 k, B; c C-j 
oti x(Bf; aBf) est la caracttristique d’Euler calculte en prenant l’homologie de B; modulo sa 
fronti&re. 
COROLLAIRE. Sil existe k E N *, et une composante connexe C de U B, telle que: 
alors tout feuilletage 
p-‘(x), XEC. 
9’ Cl-proche de 9 posskde we feuille compacte proche &une jibre 
Dhmonstration du lemme. On construit une triangulation diffbrentiable de B, pour 
laquelle les sous-espaces B, sont des sous-complexes (c’est-$-dire des &unions d’intkrieur de 
simplexes). On construit un champ de vecteurs Y sur B, tangents aux simplexes de cette 
triangulation, et ayant comme points singuliers les barycentres de j-simplexes avec l’indice 
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( - 1 y’ (cf. SatakC [111). Comme dans Fuller, on relive ce champ de vecteurs en un champ de 
vecteurs Y sur M en utilisant une connexion S’-invariante. Pour E # 0, si x E B, est un point 
1 
singulier de Y d’indice (- l)j, alors p- ‘(x) sera une orbite isolle de X + E Y de p&ode 7 et 
1 
son indice de Fuller sera (- l)i; considerie comme orbite de periode - (ou 1 divise k), son 
k 
indice de Fuller sera f (- ly’. On montre alors facilement l’tgalitl annoncte, en utilisant que 
le nombre x(B;; #) est igal a la somme alternee du nombre des j-simplexes dont I’intirieur 
est dans Bj. 
(c) Fibrations de Seifert general&es. Nous allons appliquer aux fibrations de Seifert 
geniralisees la m&me demarche qu’au paragraphe 4. 
TH~OR~ME. Soit .9 unejbration de Seifert gtntraliske sur une varibtt compacte M, et soit 
p: M-B la projection sur respace des feuilles. 
(i) Supposons que, pour toute feuille Lo de 9, le groupe H,(L,,, h)lTorsion est isomorphe 
ri Z, et que Phomomorphisme d’holonomie est trivial sur le noyau N, de la projection 
MI(L,)+HI(L,, Z)/Toroion- Alors, il existe une variete MI munie dun jibre de Seifert en 
cercles Ftl, dont l’espace des feuilles soit l’orbifold B (on note pI : M, -+B la projection 
naturelle), et une application difirentiable f: M-+M, se projetant sur l’identitt de B et 
induisanr pour tout x un isomorphisme de H,(p- l(x), Z)/Torsion sur H,(p; ‘(x), Z). 
(ii) Si de plus, pour toute feuille Lo, N, est de generation Jinie et H1 (N,, R) = 0, alors f 
induit par image riciproque une bijection de Def (sVo)(9,) sur Def (‘*“(S) (via le theoreme 
principal et le rhtoreme 1). 
COROLLAIRE. Si de plus les deux conditions suivantes sont vtrijiibes: 
(i) Le jib& sur B, dont la jibre au-dessus de XE B est H,@-‘(x), W), est trivial; 
(ii) I1 existe un entier k et une composante connexe C de u B, tels que: 
lzk 
f x(B;; 8B;), 12 k, B; 
Alors tout feuilletage Cl-proche de possede une feuille compacte proche d’une fibre 
p--‘(x), XEC. 
Demonstration du corollaire. L’hypothise (i) implique que le fibre de Seifert en cercles 
9r est orient&. 11 suffit alors d’appliquer le corollaire du paragraphe 5b, et le Theorime ci- 
dessus. 
Demonstration du 7’heortme. I1 suffit de construire le fibrt de Seifert en cercles, 
pi : Ml + B et l’application f: M +M, . Cette construction est tout a fait analogue a celle de 
la demonstration du thtoreme du 4. 11 faut essentiellement d&ire le modile local du fibre 
de Seifert p, et en diduire le modile local du fibrt de Seifert en cercle pl. 
Pour tout x E B on notera L,=p-‘(x). 
Voici d’abord le modele local de p. 
D’apris les hypotheses du (i), pour tout point x E B il existe un voisinage ouvert U de x, 
un ouvert U de R” et une representation px de H,(L,, Z)/Torsion=rx dans un groupe de 
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diffeomorphismes de d (de facon que 0 muni de ce groupe de diffeomorphismes oit une 
carte en U de l’orbifold B); notons LX le revttement infini cyclique de la feuille L, associe a 
Itl(Lx)~r,l:Z;alorsp-‘(U)-~x r,LX ou r, agit sur IX par translation du revttement et 
sur U par la representation pX. 
Notons a present M; = U x r,H1(L,, W) od r;agit sur H,(L,, 53) par translation (r, est 
un sous-groupe de H,(L,, W)), et sur U par pX. On obtient ainsi un fib& de Seifert en cercle 
p; de base U: ce sera notre modtle local pour pi. Remarquons que, pour tout ye U, 
Hi&, 08) agit par translation sur la fibre (p;)-‘(y), car, sur p-‘(U), Hi&, iw) est 
canoniquement isomorphe a H,(L,, R). De plus, le noyau de cette action est rY. Done 
Hi&,, (w)/T, agit par translation sur (p;)- l (y). On recouvre alors B par des ouverts 
Vi comme ci-dessus, tels que p- ‘(Vi) soit isomorphe a Vi x r,Li. On pose 
Mi = Vi x r,H1(Li, W) et on note pi la projection de Mi sur Ui. 
11 reste a voir comment recoiler les M’, . 
Remarquons que le fibri q: E+B dont la fibre au-dessus de XE B est Hi@,, R) est un 
fibre vectoriel ocalement rivial. Mais l’image rX de Hi&, Z) dans Hi&, W) ne dtfinit pas 
a priori un sous fib& on obtient cependant un sous-fibre de fibre Z en considirant, pour 
tout x, le produit k- T,, od k est l’ordre du groupe d’holonomie de p-‘(x). 
On construit une I-forme o sur M, $ valeurs dans le fibre vectoriel E, telle que, pour tout 
x E B, la restriction de o a L, soit une 1-forme fermee o, telle que, pour tout y E H,(L,, R), 
I 
w,=y. 
Y 
On construit facilement de telles formes Oi sur des ouverts p- l( Vi) grke au modele local 
present6 ci-dessus. On obtient alors w en recollant les formes oi au moyen dune partition de 
l’unite sur B subordonnee au recouvrement 9 = {Vi}. 
s 
Y2 
Alors, pour deux points y, , y, sur une mCme fibre L,, I’Inttgrale L, est bien definie 
YI 
modulo les elements de rX, done est dtfinie dans H,(L,, !R)/T,. 
On construit alors, pour tout i, une application differentiable J: Ui x ri Lx+ 
Vi x =,Zfl(Li, R) se projetant sur l’identite de U, et telle que, pour deux points y, z sur une 
m6me fibre L, on ait: 
Pour tout point y, z sur une meme fibre L,, xUiUj on a: f((y)=_$(z) si et seulement si 
J(y)=fi(z). On en dtduit qu’il existe une unique application differentiable ‘pij rendant 
commutatif le diagramme suivant 
<pi)-'(Vi n Uj) 
/ 
x 
P-‘t”i n uj> 'PU 
\I fi 
ti,)-l(vin uj) 
On recolle alors les Mi par les applications ‘pij: on obtient ainsi un fib& de Seifert en 
cercles M, de base B. De plus les applications fi’ se recollent en l’application f: M-r Ml 
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$111. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL 
1. L’isomorphisme Def’S*o’(n)+H’(M, D@J”~“‘(W”))~ 
Nous allons factoriser l’application Hs : Def”* ‘) (F)+Def”. “(l-f) comme l’indique le 
diagramme suivant: 
“e~(;$)~o~;W) 
n 
1 ‘M 9 
1.1. Dl$nition. Difinissons d’abord l’ensemble H1 (M, Dili’s*o’(R”)),~. Un cocycle sur 
M B valeur dans DiJ cs*o)(R”) est donne par: 
un recouvrement ouvert 4Y= {Ui}i.,de M; 
pour chaque i, j tel que Vi n Uj# a, une application differentiable f;:j: Vi n Uj+ 
Diff’s~o’(lR”) telle que, pour tout i, j, k,ij-h, =A sur Vi n Uj n U,. 
N 
En particulier Ai est une application de Vi dans l’espace des unites 58” x (0) 
de m 6 “‘([w”). 
On dit qu’un tel cocycle ( Ui,ij) induit le feuilletage 9 si les Ai sont des submersions 
definissant le feuilletage 8. Deux tels cocycles (Ui,fij) et (Vi&) seront dit equivalents ’ils 
se prolongent en un cocycle associe au recouvrement {Ui) LI -(U;,. 
H’(M,DiJ cs~o)R”))3 est I’ensemble des classes d’equivalence de cocycles sur M 
induisant 9. 
1.2. Construction de /‘application H t : Deft’* O’(S)-, H1 ( M,,DDacS* o’(R))J. Une defor- 
mation 9’ de 9 est dlfinie par un cocycle (Ui, qij): 
les Vi sont des ouverts de M x S recouvrant M x (0); 
pour tout i, j gij: Ui n r/j-Di~‘(rW”) est une application continue telle que pour tout 
i, j, k, pour tout x E Ui IT Uj n U, 
pour tout i, gii: Ui~ R” x S [ = espace des 
n (M x {s})-+W x {s} telle que les submersions g!: U~+R” definis- 
sent sur M x (0) le feuilletage 9. 
Soit {Up> le recouvrement ouvert de M obtenu par intersection des Vi avec M x (01, et 
soitij: Up -LQJ (‘* o’(R”) la restriction de gij i Up. Alors ( Up,Jj) est un cocycle sur M a 
valeur dans &J cs~o)(~“) induisant sur M le feuilletage 9. 
Si 9” est une deformation de .F Cquivalente a Ss, quitte a reduire les ouverts od ces 
deformations sont definies, on peut supposer que 9’S=h(9s), ou h est un Clement de 
Dif’(M) induisant l’identite sur M x (0). Alors, si (U,, gij) est un cocycle dlfinissant la 
deformation 9’, (h(Ui), gijo II-‘) est un cocycle de definition de 9”. Les cocycles a valeur 
dans &iJ cs*o)(R”) qu’ils induisent sur M sont Cgaux car h vaut l’identitt sur M x (0). 
Ceci montre que la classe du cocycle (UP,~j) construit ci-dessus ne depend que de 
l’ellment de Deffsp O’(S) represent& par Ss. 
Ceci definit l’application H, :Deft’* “(S)+H ‘(M, DiJ(‘* o)(R”))s. 
1.3. Construction de Pappkation Hz : H1 (M, DXJ~s~o’(5t”))~ + Def (‘. O) (II). Soit (Vi, gij) 
un cocycle sur M representant un Clement de H ‘(M, a#(‘- o’(R”))3. Soit Y = { vi} le 
recouvrement de la transversale T defini par v = r- 1 ( Vi). 
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Soit ;’ E II, de source xi E Vj et de but Xi E vi, et soit C: [O, l] + M un chemin tangent a 9 
representant 7. On peut choisir une subdivision 0.5 t, < t, < . . . -et,= 1 telle que, pour 
tout k<n, il existe 1, tel que C([tk, t,+l]) c V,,, avec I,=j et I,_ 1 =i. Notons 
(0(;‘)=91,_,.1,_,(C(r,-,)).sl,_,.I,_,(C(t,-,)). . . sl,,r,(c(t2)).91,.lo(C(rl)). 
Ce produit est toujours possible car, pour tout k, le but de g,k,,k_,(C(t,)) est la source de 
gIk+ I. lr (W, + 1)). 
&) est un element deay (S*o’(jWn), de source gjj(xj) et de but gii(xi); on verifie facilement 
que cp(‘i) est independant de la subdivision 0= f, < c, . . . < r, = 1 choisie, et du chemin C 
representant 7. On a ainsi defini une application cp: ll, + DiJcs*o’(R”) qui est clairement un 
homomorphisme. 
Un cocycle (Vi, g:j) equivalent a (Vi,gij) definirait un homomorphisme cp’:II,-, + 
Difs’s*“‘(W”) equivalent a (Vi, gij) et representant done le mCme element de DQ cs*o’(H). 
-n a ainsi dtfini l’application H2 : H1 (M, ,DiJ(“* o’(R”))s + Def cs* “‘(II). 
1.4. Commutativitt du diagramme. Soit.@ une deformation de 9, definie par un 
cocycle (Vi, gij). L’application 5 ‘: TX S-M x S definie par tS(x, s)=(r@), s) est transverse a
9’ sur un voisinage ouvert V de TX (0) dans TX S. 
Notons K =(rS)- ‘(Vi) n V. Alors ^Y- = { vi} est un recouvrement ouvert de la trans- 
versale V, et gii 0 rs: Vi -+ [w” x S est un diffeomorphisme de v sur un ouvert de W” x S. 
Notons c = Vi n T x (0); ainsi *Y” = {VP} est un recouvrement ouvert de T x (0;. 
En restreignant le cocycle (ui, gij) a M x (0) on obtient un cocycle (Llo,Aj) representant 
H,(SS)~H1(M, DiJf’s*o’(R”))s. 
Soit cp :II,-0 -) DIXJ cs*o’(R”) I’homomorphisme representant H2(Hi(.FS)) que nous av- 
ons construit a partir du cocycle (VP,&). On remarque facilement que pour tout 7 E II+-0 de 
source XjE I$’ c Vi et de but XiE q c 6, $(y)=(giio~~)-’ 0 cp(~)o(gjjo s’) est le germe 
d’holonomie de .Fs le long de y. 
Done I’homomorphisme $: IIyo + &fl ts* O’(T) represente I’image H’(9’) E Def (s- “(l-l). 
D’aprb 1.2.3, Remarque 1, cp et II/ representent le mime element de Defcss O’(H). 
On a done montre que H, oH,(9S)=HS(SS). 
1.5. Construction de H; ‘: Def”*‘)(II) + H’(M,DiJfl’S*o)(R”))~. Soit Y= { &} un recou- 
vrement de T et soit cp: II, + Difi cs*o’(R”) un homomorphisme representant un element Q 
de Deft’* O’(n). Soit Q = ( Vk} un recouvrement de M assez fin pour que, pour tout k, il existe 
i, et une submersion h,: U, + Vi, et une application continue CT,: U, x [0, l]+M telle que 
pour tout x E uk, G= CkltXl X I4 iI soit un chemin dans une feuille de S joignant x i r(h,(x)). 
Notons gij: Vi n Uj * DiJ cs*o)(R”) l’application definie par gij(x)=(p(7;) ou 7; est 
l’tlement de IIf represent6 par le chemin CT. (CT)- I. On a ainsi defini un cocycle (Vi, gij) 
sur M A valeur dans ,DiJ (S*o)(IWn), i duisant le feuilletage 9, et dont la classe d’equivalence 
ne depend pas du morphisme representant 0 EDef (‘* “(II). 
On vtrifie facilement que l’application ainsi construite est l’application reciproque H; ’ 
de Ht. 
11 est done. equivalent de montrer que HS ou H, est bijective. Pour cela, nous allons 
factoriser H, en passant par l’intermediaire de l’ensemble A’(S) des classes d’iquivalence 
de Dr~s(W”)-microfibrCs de base M, induisant sur M le feuilletage 9. 
Def’s. o’(CJJ) H’ - H’(M,DiJ’Sp “(R”))s 
\/ 
G, G, 
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2. Def (‘* “(9) et microjbr/s feuilleth 
2.1. Dkjinition de l’ensemble As(9). Un DiflS(R”)-microfibre de base M induisant 
sur M le feuilletage 9 est represent& par: 
(i) Un espace topoligique &pare ES muni dun atlas forme de cartes qui sont des 
homeomorphismes d’ouverts de ES sur des ouverts de M x R” x S, les changements de cartes 
appartenant au pseudogroupe 1, x Diff’(R) [c’est-a-dire de la forme (x, y, s) + (x, h’(y), s) 
oti h” est un diffeomorphisme local de R” variant continuement avec s]. 
A cause de la forme particuliere des changements de cartes, on a une projection 
P=(p, q): ES+M x S dtfinie dans les cartes par (x, y, s)+(x, s). Notons E”=q- l(s). C’est une 
variete differentiable munie d’un feuilletage gs dlfini en composant les cartes avec la 
projection (x, y, s)-y sur R”. La famille des feuilletages @’ dtfinit sur ES un feuilletage @‘” 
transverse aux fibres de la projection P: ES+M x S. 
(ii) Une section differentiable 6: M x {O)+E” de la projection P (c’est-a-dire P 0 CJ= 
1, x(O))r transverse au feuilletage go, et telle que 9 =0*(&O). 
Une equivalence ntre les microfibres (Es, a) et (E’S, a’) est un homeomorphisme h d’un 
voisinage de a(M x (0)) sur un voisinage de a’(M x (O}), compatible avec les atlas, et tel que 
h 0 o = c’. On note &Y’(S) l’ensemble des classes d’equivalence de tels microfibrts. 
Remarque. La compatibilite de h avec les atlas entraine que h est, dans les cartes, de la 
forme (x, s)+@‘(x), s) ou h” est un diffeomorphisme local variant continument avec s. 
2.2. Construction de l’application G, : Def (s*o+F)+.As(9). C’est la construction clas- 
sique d’un microfibri a partir d‘un feuilletage. On peut la dtfinir de la facon suivante. 
Soit p:NS-+M le fibre normal du feuilletage 8. Choississons une metrique sur M. 11 
existe un voisinage E de l’image de la section nulle tr: M+Ny, tel que l’exponentielle 
difinisse une submersion cp: E-*M, et que sa restriction a chaque fibre p-‘(x) n E soit 
transverse au feuilletage 9. 
Notons Ps=(p, l,):ExS+MxS, a’=(,, l,):MxS+ExS, et cp’=(rp, l,):ExS+ 
MxS. Remarquons que #~o~=l~~s. 
Soit _Fs une deformation de 9 representant un Clement .&E Def’svo’(9). 11 existe un 
voisinage ouvert ES c E x S de l’image oS(M x (0)) de la section nulle au dessus de M x (01, 
tel que la restriction de (ps a chacune des fibres (P’)-‘(x, s) A ES soit transverse au 
feuilletage 9’. 
A partir d’un cocycle de definition de la deformation 9’ nous allons construire sur ES 
un atlas lui donnant une structure de DiJS(IW”)-microfibre de base M induisant sur M le 
feuilletage 9. 
Soit (LJi, gij) un cocycle difinissant la deformation 9’. Notons gi=gii. C’est une 
application de Vi dans Iw” x S [ =espace des unites de DiJs(W”)] de la forme gi(x, s)= 
(g;(x), s). Quitte a changer le recouvrement {Vi} pour un recouvrement plus fin, on 
peUt supposer que les germes gij(X), X E Vi n Uj, se recollent en une application 
Gij:gj(Ui n Uj)4gi(Uin Uj) appartenant a Diff’(!T) et telle que Gij~gjI,~,“,=gi/,~,,.. 
Notons K = rp’-’ (Vi) n ES. Les F forment un recouvrement ouvert Y de ks. Pour tout 
i, l’application pi: Vi + M x W” x S definie par Qi(x, s) = (p(x), gi(cps(x, s))) est un homtomor- 
phisme de K sur un ouvert de M x R” x S; la donnee du recouvrement et des applica- 
tions pi forme un atlas sur ES dont les changements de cartes ~ij= (I+ 0 @,T 1 : 
aj( h n q)+mi( & n 5) sont d&finis par tiij(x, y, s)=(x, G,(y, s)). Les changements de 
cartes appartiennent bien a lM x D@(R”). 
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L’atlas (vi, Qi, t+bij) d&ermine sur ES une structure de DiflS(R”)-microfibrk feuilleti de 
base M. Notons $‘=($)*Ss le feuillet_age que cette structure engendre sur ES. La section 
nulle &:A4 x {O)+ES est transverse $ 9’ et induit sur M le feuilletage (o”)*~-O=9. 
On vkifie facilement que la classe d’kquivalence de ce microfibrl ne dkpend pas des 
choix [de Fs, de cp, du cocycle (Vi, gij)] qui ont ktt faits. 
Voici done construite l’application G, :Def’s,o’(9)~,Xs(~). 
2.3. Construction de G; l. Remarque. Dans la construction prkkdente, il est facile de 
voir que la section ti: M x S+ ES (2 = (a, 1,) oti 0 est la section nulle du fibrk normal Ns) 
est transverse au feuilletage &’ - ((ps)*Ss . En utilisant le fait que (ps 0 CT’ = 1 M x s, on voit 
facilement que (gS)*$’ est exactement la d&formation 9’ de 9 dont on ttait parti. 
Cette remarque nous donne la marche g suivre pour construire un inverse pour 
G, :&ant donnk un microfibrC (Es, a) sur M, nous allons Ctendre la section (r en une section 
# difinie sur un voisinage de M x (0) et transverse au feuilletage .#-” de ES. Nous verrons 
que (r?)*.#’ est une d&formation de B dont la classe d’kquivalence ne dtpend pas de la 
section as choisie. 
LEMME. Soit (Es, a) un Diff S(IW”)-microjibrt de base M, et soit P: ES+M x S sa projection 
SUP ES. Alors: 
(a) il existe un voisinage ouvert U de M x (0) dans M x S, et une section as: U+ ES de la 
projection P, de la forme aS(x, s)=((Ts( x , s air a’ est une famille continue d’application ) ) 
diflkrentiable relle que a0 = a; 
(b) si a: et as sont deux teiles sections, alors il existe un voisinage ouvert U, de M x (0) et. 
we famille diffkrentiable as, t E [0, 11, de sections prolongeant la section a: M x (01 *ES, 
rkalisant une homotopie entre a& et as, . “0 
DCmonstration. Soit (Es, a) un DiJs(R”)-microfibrk de base M. 
(a) On peut recouvrir l’image de la section a(M x (0)) c ES, par des cartes ‘pi: Vi+ 
M x Iw” x S compatibles avec l’atlas de ES, telles que les ouverts rpi(Ui) soient de la forme 
Cpi( Vi) = Vp x D” x Si (~ti VP = a- ‘(Vi) est un ouvert de M, D” est le disque ouvert unitC de 
R”, Si est un voisinage de 0 dans S) et de faGon que ‘pi 0 a: Vo-+ VP x D” x Si soit dlfini par 
~pi oa(x) =(X, 0,O). 
Dans chacune de ces cartes la section a se prolonge d’une faGon triviale en une section as 
au dessus de v x St. L’idCe est de recoiler ces sections de proche en proche, par iteration sur 
i, en utilisant pour chacun des recollements la structure affine et la convexiti du disque D”. 
(b) La partie (b) du lemme se montre d’une faGon analogue; l’homotopie se construit 
trivialement dans chacune des cartes. On construit une homotopie globale en recollant, de 
proche en proche, chacune de homotopies dkfinies dans les cartes. 
En utilisant ce lemme, construisons G; ‘. 
Soit (Es, a) un microfib& reprksentant un tlkment de &T’(S). Notons P: ES+M x S la 
projection, ES=P-‘(M x {s}), .@” le feuilletage de ES, et @-‘, la restriction de @‘” & E”. 
D’apr&s le lemme, il existe une section aS:(x, s)+(d(x), s) prolongeant la section a, 
dkfinie sur un voisinage ouvert U de M x (0). Comme la section a=ao est transverse au 
feuilletage go, quitte g restreindre l’ouvert U on peut supposer que, pour tout s, d: U n 
(M x {s})+E’ est transverse au feuilletage @‘. (On n’utilise qu’ici le fait que les feuilletages 
.#s et les sections a’ varient continuement pour la topologie c’, et done aussi pour la 
topologie Cl, quand s varie.) On dispose ainsi d’un feuilletage .Fs = (as) *.@’ dtfini sur U, 
qui est une d&formation du feuilletage 9 puisque (a’)*&’ = 9. 
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Montrons que la classe d’equivalence de 9’ ne depend pas de la section us choisie. 
Soient CT: et crs deux sections prolongeant la section d sur un voisinage de M x (0). 
D’apres le lemme il existe une famille continue as: V, + ES, t E [0, 11, de sections pro- 
longeant la section 6, realisant une homotopie entre uz et 0:. Comme a: = 0 est transverse 
au feuilletage go, quitte a restreindre U,, on peut supposer que pour tout t E [O, l] et tout s, 
a;: II, A (M x {s}) + E” est transverse au feuilletage &’ de E’. 
Notons 8’: ,Uo x [0, l] -+ ES, as@, s, t) = (a:(x), s, t). Cette application est done transverse 
au feuilletage 9’; soit @-” le feuilletage sur U. x [0, l] Cgal a (cP)*(&~). Ce feuilletage st 
transverse a chaque tranche U. x (t}et y induit le feuilletage F~=(c$)*(&‘). 
Soit g : N+M un sous fibre vectoriel C” du fibre tangent a M, qui soit un supplemen- 
taire du sous-fibrt tangent au feuilletage. On choisit une metrique C” sur M. Alors 
l’exponentielle definit une submersion C”, pr, d’un voisinage tubulaire E, de la section 
nulle de N dans M, telle que chaque restriction pl,,_,cr,nE, soit un plongement ransverse a 
4. On notera Ef la fibre E, n q-‘(x). 
Notons pi =pi x 1, x l,,. i1 : E, x S x [0, l] --* M x S x [0, 11. Quitte a restreindre le 
voisinage tubulaire E,, il existe voisinage lJ, de M x (0) dans U, c M x S tel que: 
(i) pour tout (x, s)E U, et tout t E [O, l] la restriction pIIETxtEl Xiti soit transverse au 
feuilletage 9’. 
Alors la restriction de pi a ET x {s) x [O, l] est un plongement ransverse a gs et 3’ 
induit sur ET x {s) x [0, l] par image inverse un feuilletage .@--(X*s’ de dimension 1 et 
transverse aux tranches ET x {s} x {t}. 
(ii) La feuille de @T(X*s) passant par (0, s, 0) coupe toute les tranches ET x {s} x {t} en un 
et un seul point, &(x, s). 
L’application h qui a (x, s, 0) associe p,(6i(x, s)) definit une conjugaison entre les 
feuilletages 9: et 9; induits par .@’ sur les tranches M x S x (0) et M x S x {l}, et 
restreints a des voisinages assez petits de M x (0) x (0) et M x (0) x { 11. De plus, pour tout 
x E M, h(.u, 0,O) =(x, 0, 1). En se placant dans le domaine dune carte, on voit facilement 
que l’application h est obtenue en utilisant le theoreme des fonctions implicites (avec 
parametres), et peut done &tre consider6 comme une famille de diffeomorphismes C’ de M, 
parametric par S et continue pour la topologie C’. Done h represente bien une equivalence 
entre les deformations 9: et .Fy du feuilletage 9, au sens defini au I, 1.1. 
On montre facilement qui si (E’S, 6’) est un microfibrt equivalent a (Es, a) les deforma- 
tions de 9, obtenues en Ctendant les sections 6’ et 0 en des sections oIs et 2, sont 
Cquivalentes. 
On a done bien construit une application 6, :~k’~(F)+Dej-‘~. ‘i(S). La remarque faite 
au debut de ce paragraphe prouve que c’, 0 G, = l,,f,s.O,(,,. On montre facilement que 
Gi o ‘% = l_,~t,) et done que c’, est Cgal a l’inverse G; 1 de G, . 
3. H’(M,sfl (‘9 O)( R”))s et microjibres feuilleth 
3.1. Construction de G, : .AS?~(~) -+ H1(M, IX&(‘- o’(R”))~. Un microfibre (ES, a) rep- 
resentant un element de JY~(S) est muni, par definition, d’un atlas de cartes pi: J+M 
x R” X S tel que les recollements ~ij=~j’ OiT ’ appartiennent i 1, X Oiffs(R”). 
Notons Vi = r_~- ‘(I’& les Vi forment un recouvrement ouvert de M. Soit aij l’application 
de Ui n Uj dans le groupo’ide des germes des elements de 1, x Ores dtfinie par: Bij(x) est 
le germe en Oj(~(x)) de J/ii. Un tel germe est de la forme oij(X)=( lo, gij(X)) ori 
Sij(X) EDiJ(S’ O)(W). 
Etant don& que la section 0 de ES induit sur M le feuilletage 9, il est clair que le cocycle 
([Ii, gij) sur M a valeur dans m cs.o)(R”) induit lui aussi le feuilletage 9. 
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On vkifie facilement qu’avec un microfibri equivalent on construirait un cocycle 
equivalent. On a ainsi defini une application Gz:YWS(J=)+H1(M, Diff’s*o’ W”))g- et on 
verifie simplement que G, 0 G l = H 1. 
/-._I ( 
3.2. Bijectivitb de G, et construction de G; ‘. Pour construire l’application inverse G; ‘, 
il s’agit de reconstruire un Difls(R”)-microfibrC au dessus de M B partir d’un cocycle sur M A 
valeurs dans 1, x Difs (s*o) R) Pour cela on construit des cartes locales et des applications ( . 
de recollement, la difficult& Ctant que l’espace obtenu en recollant ces cartes soit sipark cela 
necessite de nombreuses precautions techniques. 
Cette construction est un cas particulier du theoreme 1, p. 296 de [6], et nous avons 
prlfere montrer comment se ramener a la demonstration de ce theoreme, plutot que de la 
refaire. 
TH~OR~ME 1 DE [6]. Soit r un pseudogroupe d’automorphismes locaux d’un espace B, et 
soit X un espace muni dune structure o d’espace localement isomorphe a un sous-espace de 
(B, r). Si B et X sont localement compacts et a base dbnombrable, il existe une correspondance 
biunivoque canonique @ entre les classes d’isomorphie de germes de r-plongements separes de 
X et les r-structures sur X admettant o comme structure sous-jacente. 
Voici un lexique permettant de lire ce theoreme et voir comment il s’applique a notre 
situation, 
Disignons par B l’espace topologique M x R” x S et par r le pseudogroupe 
1, x Difls(R”) d’automorphismes de B. Un feuilletage .F sur M peut Ctre considert comme 
une structure a sur M d’espace localement isomorphe a un sous espace de (B, lT) dans la 
terminologie de [6]. Les elements de MS(S), c’est-a-dire les classes d’iquivalence de 
Difs’( R”)-microfibris de base M induisant le feuilletage 9, sont des classes d’isomorphie de 
germes de r-plongements s&pares de M muni de la structure a. 
Les elements de H ‘(M, 38 lsV O)( [w”))~ sont des r-structures sur M admettant r comme 
structure sous jacente. (Pour ttre completement rigoureux, il faut remarquer qu’il J a une 
bijection canonique entre H’(M, DiJfl(s*o)(R”))~ et H’(M, 1, x,EJ~~~~‘(R”))~ od 
l,x~zIiJ cs*o)(R”) est le groupo’ide des germes pris aux points de M x R x (0) des elements 
du pseudogroupe 1, x Difl”( R”) = r. Ce sont les elements de H ‘(M, 1 M x DiJcs* O’( R”))=*_ 
qui sont des f’-structures ur M.) 
Voici l’idee de la construction de G-’ z (cf. Prop. 3, p. 299 de [6]). Soit (Ui,Jjj, un cocycle 
sur M A valeur dans 1, x Diff’sVo’(R”), representant un Clement 5 de H’(M, 1, x Dif’* ‘) 
(R”))*. Pour tout i,A=A &%-etre considere comme une application de Vi dansxx Iw” 
x (0) de la forme X(x)=(x, g,(x), 0), oh gi est une submersion de Vi dans un ouvert de R 
definissant le feuilletage 9;. Quitte a remplacer le recouvrement Vi de M par un recouvre- 
ment plus fin, on peut supposer que les germes Jj(x), XE Vi n Uj, se recollent en une 
application Y~,~E 1, x Difss(Rn) appliquant un voisinage vj defi(Ui n Vi) dans M x R” x S 
sur un voisinage K de A( Ui n Vi). 
On montre (voir [6] p. 299) que l’on peut trouver un recouvrement ouvert {U;} de M, 
Uy c 0; c Vi, et des voisinages ouverts Wi de ff(U;) dans M x 02” x S tels que l’espace 
E= 
(i >i 
IJ wi (x,J 2: (yij(x), i), obtenu en recollant les wi par les applications yij, soit 
separe. 
E est alors par construction muni d’un atlas ( Wi, yij) qui en fait un DiflS(R”)-microfibre 
au-dessus de M, et la section CT est definie dans les cartes par ai,; =JlclT: U ;- Wt. Ce 
microfibre est muni naturellement dun feuilletage .@ transverse au fibri, et transverse a la 
section 0, et a*(.@=F. La classe du microfibrt (E, a) est l’ilement G; lo M’(F). 
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Ce point termine la dkmonstration du thkorkme principal. En effet, nous venons de voir 
que HS=H2~G2~G1, et nous avons montri que H,, G, et G1 sont des bijections. 
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